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3.7     ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΤΗΣ ΓΩΝΙΑΣ  2α 
            Ασκήσεις σχολικού  βιβλίου σελίδας   101 - 103 
 

A΄ Oµάδας 

1.     
Να υπολογίσετε την τιµή των παραστάσεων 

 i) 2ηµ
3

4

π
συν

3

4

π
        ii) 1 – 2 2

12

π
ηµ          iii)  2 2 0135 1συν −         iv)  

0

2 0

2 75

1 75

εϕ

− εϕ
 

Λύση 
i) 

Εφαρµογή του τύπου  ηµ2α = 2ηµασυνα:   2ηµ
3

4

π
συν

3

4

π
 = ηµ

3
2

4

π 
 
 

 =  ηµ
3

2

π
 = –1 

 
ii) 

Εφαρµογή του τύπου   2 1 2

2

−συν α
ηµ α = :    

1– 2 2

12

π
ηµ  = 1 – 2

1 2
12

2

π
−συν

 = 1 – 1 + συν 
6

π
 = 

3

2
  

 
iii) 

Εφαρµογή του τύπου   2 1 2

2

+συν α
συν α = :   

2 2 0135 1συν −  = 2 
01 (2 135 )

2

+συν ⋅
 – 1 =  1 +  συν 270ο – 1 = 1 + 0 – 1 = 0 

 
iv) 

Εφαρµογή του τύπου   εφ2α = 2

2

1

εϕα

− εϕ α
:      

0

2 0

2 75

1 75

εϕ

− εϕ
 = εφ(2⋅75ο) = εφ 150ο  =  εφ(180ο – 30ο) = – εφ 30ο = – 

3

3
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2.     
Να γράψετε σε απλούστερη µορφή τις παραστάσεις 

i)  2ηµ2α συν2α        ii)  2 2 1
4

π συν −α − 
 

         iii)  2

2 3

1 3

εϕ α

− εϕ α
 

Λύση 
i) 
Εφαρµογή του τύπου  ηµ2α = 2ηµασυνα:   2ηµ2ασυν2α = ηµ(2⋅2α) = ηµ4α 

ii) 

Εφαρµογή του τύπου   2 1 2

2

+συν α
συν α = :   

2 2 1
4

π συν −α − 
 

 = 2
1 2

4
2

π + συν −α 
   – 1 = 1 + συν 2

2

π − α 
 

– 1 = ηµ2α 

 
iii) 

Εφαρµογή του τύπου   εφ2α = 2

2

1

εϕα

− εϕ α
:      

2

2 3

1 3

εϕ α

− εϕ α
 = εφ(2⋅3α) = εφ6α 

 
 
3.i)     
Να αποδείξετε ότι   2 2ηµ α +συν α  = 2συν α  
Λύση 

2 2ηµ α +συν α  = 2 21 2 1−συν α + συν α −  =  2συν α  
 
 
3.ii)    

Να αποδείξετε ότι   2

2

1

ηµ α

−ηµ α
 = 2εφα 

Λύση 

2

2

1

ηµ α

−ηµ α
 = 2

2ηµασυνα

συν α
  =  2

ηµα
συνα

  =  2εφα 
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3.iii)   
Να αποδείξετε ότι   σφα – εφα = 2σφ2α 
Λύση 

σφα – εφα = 2σφ2α  ⇔    
1

εϕα
 – εφα = 2

1

2εϕ α
        

                                          
21− εϕ α

εϕα
 = 2

1

2εϕ α
    

                                          εφ2α 
21− εϕ α

εϕα
 = 2       

                                        2

2

1

εϕα

− εϕ α
 

21− εϕ α
εϕα

 = 2     ⇔     2 = 2   που ισχύει 

 
 
3.iv)   

Να αποδείξετε ότι   εφα + σφα = 
2

2ηµ α
 

Λύση 

εφα + σφα  = 
ηµα
συνα

 + 
συνα
ηµα

  

                   = 
2 2ηµ α +συν α
ηµασυνα

    

                   =  
1

ηµασυνα
  

                   =  
2

2ηµασυνα
 = 

2

2ηµ α
 

 
 
4.i)     
Να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς του  2α,  αν  

συνα = –
4

5
   και    π < α < 

3

2

π
 

Λύση 
2

2 2 4 16 9
1 1 1

5 25 25
 ηµ α = −συν α = − − = − = 
 

   ⇒     ηµα = – 
3

5
   (τρίτο τεταρτηµόριο) 

 

ηµ2α = 2ηµα συνα = 2 
3

5
 − 
 

4

5
 − 
 

 = 2 
12

25
 = 

24

25
 

 

συν2α  =  22 1συν α −   =   
2

4
2 1

5
 − − 
 

  =  2 
16

25
– 1  =  

32 25 7

25 25

−
=  
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εφ2α = 
2

2

ηµ α
συν α

 = 
24

7
                  και   σφ2α = 

7

24
 

4.ii)     
Να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς του  2α,  αν  

ηµα = 
3

5
   και    

2

π
< α  <  π 

Λύση 
2

2 2 3 9 16
1 1 1

5 25 25
 συν α = −ηµ α = − = − = 
 

    ⇒   συνα = –
4

5
  (δεύτερο τεταρτηµόριο) 

ηµ2α = 2ηµα συνα = 2 
3

5
 

4

5
 − 
 

 =  – 2 
12

25
 =  – 

24

25
 

συν2α  =  22 1συν α −   =  
2

4
2 1

5
 − − 
 

  =  2 
16

25
 – 1  =  

32 25 7

25 25

−
=  

εφ2α = 
2

2

ηµ α
συν α

 = – 
24

7
                  και   σφ2α = – 

7

24
 

 
 
5.     

Να υπολογίσετε την   εφ(α + 2β),   αν  εφα = 
1

4
   και   εφβ = 

1

3
 

Λύση 

εφ2β  =  2

2

1

εϕβ

− εϕ β
 =  2

1
2

3
1

1
3
 −  
 

 =  

2
3

1
1

9
−

 =  

2
3
8
9

 =  
18

24
 =  

3

4
 

εφ(α + 2β)  =  
2

1 2

εϕα + εϕ β
− εϕαεϕ β

 =  

1 3
4 4

1 3
1  

4 4

+

−
 =  

1
3

1
16

−
 =  

1
13
16

 =  
16

13
 

 
 
6.i)     

Να αποδείξετε ότι   3 3ηµ ασυνα +συν αηµα  = 
1

2
2
ηµ α  

Λύση 
3 3ηµ ασυνα +συν αηµα   =  ( )2 2ηµασυνα ηµ α +συν α  

                                           =   ηµασυνα  .1    

                                           =   
1

2
 2ηµασυνα   =  

1
2

2
ηµ α  
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6.ii)     
Να αποδείξετε ότι   22 2ηµ αεϕα + συν α  =  2 
Λύση 

22 2ηµ αεϕα + συν α   =  2ηµασυνα  
ηµα
συνα

 + 22συν α    

                                    =  22ηµ α  + 22συν α    

                                    =  2( 2ηµ α  + 2συν α ) =  2 ⋅1 =  2 
 
 
6.iii)     

Να αποδείξετε ότι   
2

1 2

ηµ α
+συν α

 =  εϕα  

Λύση 
2

1 2

ηµ α
+συν α

 =  2

2

2

ηµασυνα

συν α
 =   

ηµα
συνα

 =  εϕα  

 
 
 
6.iv)     

Να αποδείξετε ότι   
1 2 2

1 2 2

−συν α +ηµ α
+συν α +ηµ α

 =  εϕα   

Λύση 
1 2 2

1 2 2

−συν α +ηµ α
+συν α +ηµ α

 =  
2

2

2 2

2 2

ηµ α + ηµασυνα

συν α + ηµασυνα
 =   

                                =  
2 ( )

2 ( )

ηµα ηµα +συνα
συνα συνα +ηµα

  =  
ηµα
συνα

 =  εϕα  
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7.i)    
 Να λύσετε την εξίσωση      2x x 1 0συν −ηµ − =      
Λύση 

2x x 1 0συν −ηµ − =    ⇔   21 2 x x 1 0− ηµ −ηµ − =    ⇔     

                                            22 x x 0ηµ +ηµ =    

                                            ( )x 2 x 1 0ηµ ηµ + =              

                                            x 0ηµ =     ή    2 x 1 0ηµ + =  
•      ηµx  =  0    ⇔     x = kπ,   k∈ℤ  

•      2 x 1 0ηµ + =    ⇔    2 x 1ηµ = −           

                                         
1

x
2

ηµ = −           

                                         x
6 6

π π ηµ = −ηµ = ηµ − 
 

      

                                          x = 2kπ – 
6

π
    ή    x = 2kπ + π +

6

π
,   k∈ℤ    

                                          x = 2kπ – 
6

π
    ή    x = 2kπ +

7

6

π
,   k∈ℤ    

 
 
7.ii)     
Να λύσετε την εξίσωση      2x 2 x x 1 0ηµ − συν +ηµ − =      
Λύση 

2x 2 x x 1 0ηµ − συν +ηµ − =      ⇔    2 x x 2 x x 1 0ηµ συν − συν +ηµ − =     
                                                            2 x( x 1) x 1 0συν ηµ − +ηµ − =         
                                                            ( x 1)(2 x 1) 0ηµ − συν + =       
                                                            ηµx – 1 = 0     ή     2συνx + 1 = 0 

•      ηµx – 1 = 0     ⇔     ηµx = 1    ⇔     x = 2kπ + 
2

π
,  k∈ℤ  

•      2συνx + 1 = 0   ⇔   2συνx = – 1      

                                         συνx = – 
1

2
      

                                         συνx = – συν
3

π
   

                                         συνx = συν
3

π π − 
 

        

                                         συνx = συν
2

3

π
   ⇔    x = 2kπ ±

2

3

π
,  k∈ℤ    
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8.    

Να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς της γωνίας  
16

π
 

Λύση 

Από τον τύπο  22 1 2συν α = +συν α ,   για   α = 
8

π
   έχουµε     

22 1
8 4

π π
συν = +συν     ⇔    2 2

2 1
8 2

π
συν = +        

                                               2 2 2
2

8 2

π +
συν =           

                                               2 2 2

8 4

π +
συν =             

                                               
2 2

8 2

π +
συν = ,   αφού  

8

π
0,

2

π ∈ 
 

 

Από τον τύπο  22 1 2συν α = +συν α ,   για   α = 
16

π
   έχουµε   

22 1
16 8

π π
συν = +συν  = 1 + 

2 2

2

+
 =  

2 2 2

2

+ +
      ⇒  

2συν
16

π
 = 

2 2 2

4

+ +
     ⇒     συν

16

π
 =  

2 2 2

2

+ +
,   αφού  

16

π
0,

2

π ∈ 
 

 

 

 Από τον τύπο  22 1 2ηµ α = −συν α ,   για   α = 
16

π
   έχουµε   

22 1
16 8

π π
ηµ = −συν  = 1 – 

2 2

2

+
 =  

2 2 2

2

− +
     ⇒    

 

2ηµ
16

π
 = 

2 2 2

4

− +
    ⇒   ηµ

16

π
 =  

2 2 2

2

− +
,   αφού  

16

π
0,

2

π ∈ 
 

 

 

εφ
16

π
 =  16

16

π
ηµ

π
συν

 = 
2 2 2

2 2 2

− +

+ +
     και     σφ

16

π
 =  16

16

π
συν

π
ηµ

 = 
2 2 2

2 2 2

+ +

− +
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9.i)     

Να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς του  
2

α
,  αν   

συνα = 
5

13
   και    0 < α < 

2

π
 

Λύση 

Στον τύπο  22 1 2συν ω = +συν ω    θέτουµε όπου  ω  το  
2

α
 

22 1
2

α
συν = +συνα  =  1 + 

5

13
 =  

18

13
    ⇒      

2συν α  =  
9

13
    ⇒  

 συν
2

α
 =  

9

13
,   αφού  α 0,

4

π ∈ 
 

 

 

Στον τύπο  22 1 2ηµ ω = −συν ω    θέτουµε όπου  ω  το  
2

α
 

22 1
2

α
ηµ = −συνα  =  1 −  

5

13
 =  

8

13
    ⇒       

2

2

α
ηµ =  

4

13
    ⇒  

 ηµ
2

α
 =  

4

13
,   αφού  α 0,

4

π ∈ 
 

 

εφ
2

α
 = 2

2

α
ηµ

α
συν

 =  
4 2

9 3
=       και     σφ

2

α
 = 2

2

α
συν

α
ηµ

 =  
9 3

4 2
=  
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9.ii)     

Να υπολογίσετε τους τριγωνοµετρικούς αριθµούς του  
2

α
,  αν   

συνα = 
3

5
   και    

3

2

π
 < α < 2π 

Λύση 

Στον τύπο  22 1 2συν ω = +συν ω    θέτουµε όπου  ω  το  
2

α
 

22 1
2

α
συν = +συνα  =  1 + 

3

5
 =  

8

5
    ⇒      

2συν α  =  
4

5
    ⇒  

 συν
2

α
 =  –

4

5
,   αφού   

3

4

π
< 

2

α
 < π 

 

Στον τύπο  22 1 2ηµ ω = −συν ω    θέτουµε όπου  ω  το  
2

α
 

22 1
2

α
ηµ = −συνα  =  1 – 

3

5
 =  

2

5
    ⇒       

2

2

α
ηµ =  

1

5
    ⇒  

 ηµ
2

α
 =  

1

5
,   αφού   

3

4

π
< 

2

α
 < π 

 

εφ
2

α
 = 2

2

α
ηµ

α
συν

 =  
1 1

4 2
− = −       και      σφ

2

α
 = 2

2

α
συν

α
ηµ

 =  
4

2
1

− = −  
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10.i)    

Να λύσετε την εξίσωση   συν2x + 2 2 x

2
συν  =  0 

Λύση 

συν2x + 2 2 x

2
συν  =  0    ⇔    2 2xσυν – 1 + 1 + συν x = 0    

                                                 2 2xσυν + συν x = 0         

                                                 συνx (2συνx + 1) =  0     

                                                συνx = 0    ή     2συνx + 1 = 0 

•    συνx = 0     ⇔     x = kπ + 
2

π
,   k∈ℤ  

•    2συνx + 1 = 0     ⇔    2συνx = –1        

                                          συνx = – 
1

2
      

                                          συνx = – συν
3

π
 = συν

3

π π − 
 

=  συν
2

3

π
          

                                          x = 2kπ ±  
2

3

π
,   k∈ℤ  

 
 
 
10.ii)    

Να λύσετε την εξίσωση   συνx – 2 2 x

2
ηµ  = 0 

Λύση 

συνx – 2 2 x

2
ηµ  = 0    ⇔    συνx – (1 – συνx) = 0        

                                            συνx – 1 + συνx = 0   

                                            2συνx = 1      

                                            συνx = 
1

2
       

                                            συνx = συν 
3

π
   ⇔     x =  2kπ ±  

3

π
,   k∈ℤ  
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10.iii)    

Να λύσετε την εξίσωση    2 – 2xσυν = 4 2 x

2
ηµ  

Λύση 

2 – 2xσυν = 4 2 x

2
ηµ         ⇔      2 – 2xσυν =  4 

1 x

2

−συν
           

                                                     2 – 2xσυν =  2 – 2συνx          

                                                     2xσυν – 2συνx  = 0               

                                                     συνx (συνx – 2 ) = 0                

                                                     συνx = 0    ή     συνx – 2 = 0 

•    συνx = 0     ⇔     x = kπ + 
2

π
,   k∈ℤ  

•    συνx – 2 = 0     ⇔       συνx = 2     αδύνατη   αφού   –1 ≤  συνx ≤  1 
 
 
 
10.iv)    

Να λύσετε την εξίσωση    2xσυν – 1 = 2 2 x

2
συν  

Λύση 
2xσυν – 1 = 2 2 x

2
συν    ⇔   2xσυν – 1 = 1 + xσυν        

                                               2xσυν – xσυν – 2 = 0 

∆ = 1 + 8 = 9,                  συνx  =  
1 3

2

±
 =  2   ή   –1 

•    συνx = 2     αδύνατη   αφού   –1 ≤  συνx ≤  1 

•    συνx = –1        συνx = συνπ      x = 2kπ ±  π,    k∈ℤ  
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Β΄ Oµάδας 
 
1.     

Αν   0 ≤  α < 
4

π
,   να αποδείξετε ότι    συνα −ηµα   =  1 2−ηµ α  

Λύση 

0 ≤  α < 
4

π
    ⇒      

2

2
 < συνα  ≤  1      και     0 ≤  ηµα  < 

2

2
 

Άρα    συνα −ηµα  > 0 

συνα −ηµα   =  1 2−ηµ α   ⇔               2( ) 1 2συνα −ηµα = −ηµ α      

                                                    2συν α  – 2συνα ηµα  + 2συν α  = 1 – 2συνα ηµα       

                                                                2συν α  + 2συν α  = 1    που ισχύει 
 
 
2.     

Να αποδείξετε ότι    
( )

2 21

1

ηµ α + −συν α
ηµα +συνα

 = 2
2

α
εϕ  

Λύση 

( )

2 21

1

ηµ α + −συν α
ηµα +συνα

  =  
( )

2 2

1

ηµ α +ηµ α
ηµα +συνα

   

                                =  
( )

22

1

ηµ α
ηµα +συνα

   

                                =  
2

1

ηµα
+συνα

   

                                =  
2

2 2
2 2

2
2

α α
⋅ ηµ συν

α
συν

  =  
2

2

2

α
ηµ

α
συν

  =  2
2

α
εϕ  
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3.     

Να αποδείξετε ότι     2ηµ
8

π
 – 4συν

3

8

π
 =  

1

8
 

Λύση 

Επειδή   
8

π
 + 

3

8

π
 = 

4

8

π
 =  

2

π
    ⇒     συν

3

8

π
 =  ηµ

8

π
 

2ηµ
8

π
 – 4συν

3

8

π
   =   2ηµ

8

π
 – 4ηµ

8

π
     

                                 =   2ηµ
8

π 21
8

π −ηµ 
 

     

                                 = 2ηµ
8

π
 2συν

8

π
     =   

1

4
 4 2ηµ

8

π
 2συν

8

π
      

                                 = 
1

4

2

2
8 8

π π ηµ συν 
 

=   
1

4

2
2

8

π ηµ 
 

      

                                 = 
1

4
 2ηµ

4

π
   =   

1

4

2
2

2

 
  
 

 =   
1

4
⋅
2

4
   =  

1

8
 

 
 
4.i)   

Να αποδείξετε ότι     
1  2+ εϕα εϕ α
εϕα +σϕα

  =  
2

2

εϕ α
 

Λύση 

1  2+ εϕα εϕ α
εϕα +σϕα

  =   
2

2
1

1
1

εϕα
+ εϕα

− εϕ α

εϕα +
εϕα

   

                         =   

2 2

2

2

1 2

1

1

− εϕ α + εϕ α
− εϕ α
εϕ α +
εϕα

  =  

2

2

2

1

1

1

+ εϕ α
− εϕ α
εϕ α +
εϕα

  =   

                         =   21

εϕα

− εϕ α
  =  

1

2
 2

2

1

εϕα

− εϕ α
    =    

1

2
2εϕ α  
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4.ii)    

Να αποδείξετε ότι    
3 4 2 4

3 4 2 4

− συν α +συν α
+ συν α +συν α

  =  4εϕ α  

Λύση 
3 4 2 4

3 4 2 4

− συν α +συν α
+ συν α +συν α

  =  
2

2

3 4 2 2 2 1

3 4 2 2 2 1

− συν α + συν α −

+ συν α + συν α −
   

                                      =  
2

2

2 4 2 2 2

2 4 2 2 2

− συν α + συν α

+ συν α + συν α
   

 

                                     = 
2

2

2(1 2 2 2 )

2(1 2 2 2 )

− συν α +συν α

+ συν α +συν α
   

                                     =  
2 2 2

2 2 2

1 2(1 2 ) (1 2 )

1 2(2 1) (2 1)

− − ηµ α + − ηµ α

+ συν α − + συν α −
     

 

                                    =  
2 2 4

2 4 2

1 2 4 1 4 4

1 4 2 4 4 1

− + ηµ α + − ηµ α + ηµ α

+ συν α − + συν α − συν α +
   

                                    =  
4

4

4

4
 =  ε

4

ηµ α
ϕ α

συν α
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5.     

Να αποδείξετε ότι    εφ(45ο – α )  =  
2

1 2

συν α
+ηµ α

  =  
1

2
2

− εϕ α
συν α

 

και µε τη βοήθεια αυτού του τύπου να υπολογίσετε την  εφ15ο  

Λύση 

εφ(45ο – α )  =  
0

0

45

1 45

εϕ − εϕα

+ εϕ εϕα
   

                     =  
1

1

− εϕα
+ εϕα

   

                     =  
1

1

ηµα
−
συνα
ηµα

+
συνα

   

                     =  

συνα −ηµα
συνα

συνα +ηµα
συνα

  =   

                     =  
συνα −ηµα
συνα +ηµα

   

                     =  2

( )( )

( )

συνα −ηµα συνα +ηµα

συνα +ηµα
  =   

                     =  
2 2

2 22

συν α −ηµ α

συν α + ηµασυνα +ηµ α
  =  

2

1 2

συν α
+ηµ α

 

1
2

2
− εϕ α

συν α
  =  

1 2

2 2

ηµ α
−

συν α συν α
   

                            =  
1 2

2

−ηµ α
συν α

  

                            =  
(1 2 )(1 2 )

2 (1 2 )

−ηµ α +ηµ α
συν α +ηµ α

     

                            =  
21 2

2 (1 2 )

−ηµ α
συν α +ηµ α

   

                            =  
22

2 (1 2 )

συν α
συν α +ηµ α

  =  
2

1 2

συν α
+ηµ α

 

 

Για  α = 30ο  έχουµε    εφ(45ο – 30ο )  =  
0

0

(2 30 )

1 (2 30 )

συν ⋅

+ ηµ ⋅
    ⇒  

                                    εφ15ο  =  
0

0

60

1 60

συν

+ηµ
  =  

1
2

3
1

2
+

  =  

1
2

2 3
2
+

  =  
1

2 3+
  = 
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                                               =  
2 3

(2 3)(2 3)

−

+ −
  =  

2 3

4 3

−
−

  =  2 3−  

6.i)     
Να λυθεί η εξίσωση    εφ2x  =  2συνx 
Λύση 

Για να ορίζεται η  εφ2x,  πρέπει   2x≠  kπ + 
2

π
,   k∈ℤ  

εφ2x  =  2συνx     ⇔    
2x

2 x
2x

ηµ
= συν

συν
        

                                      2x 2 x 2xηµ = συν συν    

                                      2 x συνx 2 x 2x 0ηµ − συν συν =         

                                      2συνx(ηµx 2x) 0−συν =       

                                      xσυν  =  0      ή      ηµx 2x 0−συν =  

•    xσυν  =  0     ⇔    x = kπ + 
2

π
,   k∈ℤ  

•    ηµx 2x 0−συν =    ⇔     ηµx 2x= συν     ⇔     

                                               2x x
2

π συν = συν − 
 

  ⇔  

                                               2x = 2kπ + x
2

π − 
 

   ή   2x =   2kπ – x
2

π − 
 

 ,  k∈ℤ       

                                               2x = 2kπ + 
2

π
 – x    ή    2x =   2kπ – 

2

π
 + x ,    k∈ℤ       

                                               3x = 2kπ + 
2

π
       ή    x =   2kπ – 

2

π
 ,    k∈ℤ      

 

                                               x = 
2k

3 6

π π
+       ή     x =   2kπ – 

2

π
 ,    k∈ℤ  

 
 
6.ii)    
Να λυθεί η εξίσωση    εφx εφ2x  =  – 3 
Λύση 

Για να ορίζεται η  εφx  και η  εφ2x,  πρέπει   x≠  kπ + 
2

π
   και   2x≠  kπ + 

2

π
,   k∈ℤ  

εφx εφ2x  =  – 3    ⇔     εφx 2

2 x

1 x

εϕ

− εϕ
  =  – 3        

                                       2 22 x 3 3 xεϕ = − + εϕ     

                                       2x 3εϕ =    ⇔     x 3εϕ =    ή    x 3εϕ = −  

•    x 3εϕ =     ⇔    x
3

π
εϕ = εϕ     ⇔   x = kπ + 

3

π
,    k∈ℤ  
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•    x 3εϕ = −   ⇔   x
3

π
εϕ = −εϕ    ⇔  x ( )

3

π
εϕ = εϕ −   ⇔   x = kπ – 

3

π
,    k∈ℤ  

 
7.     
Να αποδείξετε ότι    4 24 8 8 1συν α = συν α − συν α +  
Λύση 

4συν α   =  2 22 1συν α −   

              =  2( )222 1 1συν α − −   

              =  2( )4 24 4 1 1συν α − συν α + −     

              =  4 28 8 2 1συν α − συν α + −    =   4 28 8 1συν α − συν α +  
 
 
 
8.i)     

Να αποδείξετε ότι     4

8

π
συν  + 4 3

8

π
συν  =  

3

4
 

Λύση 

4

8

π
συν  =  

2
2

8

π συν 
 

=  

2

1
4

2

π + συν 
 
 
 

=  

2

2
1

2
2

 
+ 

 
 
 
 

=  

2

2 2
2
2

 +
 
 
 
 
 

   

              =  

2
2 2

4

 +
  
 

=  
4 4 2 2

16

+ +
  =  

6 4 2

16

+
 =  

3 2 2

8

+
           (1) 

 

4 3

8

π
συν  =  

2
2 3

8

π συν 
 

 =  

2
3

1
4

2

π + συν 
 
 
 

 =  

2

1 ( )
4

2

π + συν π− 
 
 
 

=  

                =  

2

1
4

2

π −συν 
 
 
 

= 

2

2
1

2
2

 
− 

 
 
 
 

=  

2

2 2
2
2

 −
 
 
 
 
 

=  

2
2 2

4

 −
  
 

=   

                =  
4 4 2 2

16

− +
  =  

6 4 2

16

−
 =  

3 2 2

8

−
            (2) 

 

(1) + (2)    ⇒      4

8

π
συν  + 4 3

8

π
συν  =  

6

8
  =  

3

4
 

 
 
 
 
 
 



 

 

18 

 
8.ii)    

Να αποδείξετε ότι     4

8

π
ηµ  + 4 3

8

π
ηµ  =  

3

4
 

Λύση 

4

8

π
ηµ  =  

2
2

8

π ηµ 
 

=  

2

1
4

2

π −συν 
 
 
 

=  

2

2
1

2
2

 
− 

 
 
 
 

=  

2

2 2
2
2

 −
 
 
 
 
 

=   

              =  

2
2 2

4

 −
  
 

=  
4 4 2 2

16

− +
  =  

6 4 2

16

−
 =  

3 2 2

8

−
           (3) 

 

4 3

8

π
ηµ  =  

2
2 3

8

π ηµ 
 

 =  

2
3

1
4

2

π −συν 
 
 
 

 =  

2

1 ( )
4

2

π −συν π− 
 
 
 

=  

                =  

2

1
4

2

π + συν 
 
 
 

= 

2

2
1

2
2

 
+ 

 
 
 
 

=  

2

2 2
2
2

 +
 
 
 
 
 

=  

2
2 2

4

 +
  
 

=   

                =  
4 4 2 2

16

+ +
  =  

6 4 2

16

+
 =  

3 2 2

8

+
            (4) 

 

(3) + (4)    ⇒      4

8

π
ηµ  + 4 3

8

π
ηµ  =  

6

8
  =  

3

4
 

 
 
 
8.iii)  
Να αποδείξετε ότι     2 28ηµ ασυν α  =  1 4−συν α  
Λύση 

2 28ηµ ασυν α  =  1 4−συν α    ⇔    ( ) ( )2 22 2  συνα 1 1 2 2ηµα = − − ηµ α      

                                                         2 22 2 1 1 2 2ηµ α = − + ηµ α        που ισχύει 
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9.     

Αν   συνx  = 
α

β+ γ
,    συνy  = 

β
γ +α

    και    συνz  = 
γ

α +β
 ,   να αποδείξετε ότι 

2 x

2
εϕ  + 2 y

2
εϕ  + 2 z

2
εϕ  =  1 

Λύση 

Από τον τύπο  2 1 2

1 2

−συν α
εϕ α =

+συν α
,    για   

x

2
α =     έχουµε 

2 x 1 x

2 1 x

−συν
εϕ =

+συν
 =  

1

1

α
−
β+ γ
α

+
β+ γ

 =  
β+ γ −α
β+ γ +α

          (1)          και κυκλικά 

2 y

2
εϕ =  ……………………   =  

γ + α −β
β+ γ + α

          (2) 

2 z

2
εϕ  = ……………………   =  

α +β− γ
β+ γ + α

          (3) 

 

(1) + (2) + (3)    ⇒      2 x

2
εϕ  + 2 y

2
εϕ  + 2 z

2
εϕ  =  

α +β+ γ
β+ γ + α

 =  1 


